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31 指数・対数の種々の問題 
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 解と係数の関係により， yx 3,3 は tの 2 次方程式 027122 =+- tt の正の解である。 

よって， ( )( ) 093 =-- tt より， ( ) ( ) ( )3,9,9,33,3 =yx  ( ) ( ) ( )1,2,2,1, =\ yx  

(2) 
yxx += 26 より， yxxx 2232 =  yx 23 =\  ・・・① 

 21 316 -+ = yx より，
2

44

3
322
y

x =×  yx 3232 424 =××\  ・・・② 

 ①より， yx =3log 2  ・・・③ 

 ②より， 3log43log24 22 yx =++  ・・・④ 

 ③を④に代入すると， ( )222 3log43log24 xx =++ より， 
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 1loglog 22 =- yx より， 1log 2 =
y
x

 yx 2=\  ・・・① 

 これを yyxx 22 loglog - に代入すると， 
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 より， ( )( ) 016242 33 <-- -- xx  1624 3 <<\ - x  

底を 2 とする対数をとると， 432 <-< x  
3
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3
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-<<-\ x  
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 底を aとする対数をとると， 10 << a より， ( ) xxx a 23log22 +-<  

 両辺を xについて整理すると， ( ) 03log223log2 <++- aa xx より， ( )( ) 023log <-- xx a  
 よって， 203log <<a より， 23log << xa  

(3) 

 真数条件より， 02 >+x かつ 0163 >+x  すなわち 2->x  ・・・① 

( ) ( )
2

163log
2log

+
³+

x
x a

a より， ( ) ( )163log2log 2 +³+ xx aa  

よって， 

10 << a のとき 

 ( ) 1632 2 +£+ xx より， ( )( ) 043 £+- xx  

 これと①より， 32 £<- x  ・・・（答） 

a<1 のとき 

 ( ) 1632 2 +³+ xx より， ( )( ) 043 ³+- xx  

 これと①より， 3³x  ・・・（答） 
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 10 << x のとき 

  ①の両辺に x4log を掛けると， 0log 4 <x より， ( ) 03loglog2 4
2

4 ³-- xx  
よって， ( )( ) 03log21log 44 ³-+ xx かつ 0log 4 <x より， 1log 4 -£x  

4
10 £<\ x  

 x<1 のとき 
  ( )( ) 03log21log 44 £-+ xx かつ 0log 4 >x より， 3log0 4 £< x  81 £<\ x  

 以上より，
4
10 £< x ， 81 £< x  
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 また，相加平均³相乗平均より， 222222 =×³+ -- xxxx  

 よって， ( ) ( ) 972220444 ++-+ -- xxxx は
2
522 =+ -xx で最小値 64 をとる。 

 このときの xの値を求めると， 

( ){ } ( )( ) 0122222225222
2
522 121 =-×-=+×-×=-+ ----- xxxxxxxx より，

2
1,22 =x  

これと 0³x より， 1=x  

よって， ( ) ( ) ( ){ }972220444log 2 ++-+= -- xxxxxf は 1=x で最小値 ( ) 664log1 2 ==f をとる。 
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 ( ) 1333139
21 ++×-=++×- + aaaa xxxx より， ( ) 01333

2
=++×- aa xx  

 tx =3 とおくと， 0132 =++- aatt  
 条件より，この方程式は 0>t を満たす異なる 2 実数解をもつ。 

 したがって， 

判別式をDとすると， 0449 2 >--= aaD より， aa <
+-

<
9
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 ・・・① 

解を ba , とすると， 01,01 >->- ba および解と係数の関係より， 

( ) ( ) 023211 >-=-+=-+- ababa  
3
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( )( ) ( ) 022131111 >+-=+-+=++-=-- aaabaabba  1<\a  ・・・③ 

①かつ②かつ③より， 1
9

1022
<<
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例題 31 

別解 
 真数は正で，底は 1 でない正数だから， 0>x ( )1¹x ， 0>y ( )1¹y  

3log2log <+ yy xx より， 03log2log <-+ yy xx  
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 それぞれの連立不等式を解くことにより， 0log <yx  または 2log1 << yx  

よって， 

10 << x のとき 1>y  または xyx <<2  

x<1 のとき   10 << y  または 2xyx <<  
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 真数は正で，底は 1 でない正数だから， 0>x ( )1¹x ， 0>y ( )1¹y  

 与式より， ( ) ( )( ) 0loglog2logloglog4 222 >+-- yyyx xx  
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これを図示すると次図のようになる。 

ただし，境界線を含まない。 
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 真数条件より， 0>x ， 0>ax  すなわち 0>x ， 0>a  
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常用対数をとると， ( ) ( )9899log53log5log99log2 10101010 --->-n  

これに 
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2

1010 =+=×=  
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 を代入し，各辺の計算をすると， 1999.00044.0 >n  4.45>\n  

 ゆえに，46 年後 
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